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EL DOMINIO DE CONVERGENCI A DE LA SERlE
, x - X
ii
YU TAKEUCHI
§ 1. l nt rodu ccion,
Sea D un conjunto contable y dense en fO.I!. y 1all I una suces.on
de nurnero s positivos que tiende a cero. 5ea
D=lxn:IJ';"l'J! (I)
un ordenamiento de los puntos del conjunto f), en el presente trobojo se
von a estudior los dos conjuntos (ver Aperidi ce)
~ Q 00 00 ((
AI = l i ni U N(.\1i ,-. _li)= n I U N(.\IJ' _.!.'-)




donde N(xk' ak) = (xk--o:.k'\k + (ik) es 10 vecindad del punto Xk con ra-
dio lCI<' N6tese que los do s conjuntos A I Y A2 dependen del ordenamien-
to de los puntos del conjunto D.
Las si qu i en te s propiedodes de Al Y de II 2 son bien conocidos.
(i) Al y A2 son densos en [0./1 . (l2!)
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(ii) A/ Y A] Son conjuntos no-contobies ([61.131
N
(iii) Si 10 serie ~ 0,'1 es convergente, entonces :
II r- 1
(f 2 I )
(iv) Si 10 ser ie " t'
II I II
denamiento de I) , Existe un ordenarniento especial de
es divergente, 10 medido de 1\2 depende del or-
J) para el cual
/. (I 2 I ) .
En el porcqrofo 3, generalizando 10 propiedad (iv) se demuestra que de-
do Ull nurnero c (O:S c < 1) existe un ordenamiento del conjunto f) que
sotisface:
/ ) III (A ), (
1
(6 III (II 2 ) c )
2) Elcomplementode A/ (6 de /\2) esdensoen [0./1.
En el pcruqrufo 2 estudiaremos algunos propiedades preliminares para
facilitar ei desarrollo del poro qrujo 3. En el pcrcqrofo 4 se observa que el
dominio de divergencia de 10 serie
00 cn oc2: con ,. ( (4)....
11=1 I x - xnl 11= / II
o sea, el con junto
00 C
I xl ~ n I (5)= + 00
n=l x - xnl
esto estrechamente relacionado con conjuntos del tipo A/ 6 del tipo A2
e investigamos bajo que condiciones 10 serie (4) converge para casi todo
x. En el ultimo poro qrc]o veremos algunos aplicaciones del por igrafo 4.
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§ 2, Algunas relaciones preliminares.
Lema 1. Sean I A/1 I, I Bill suce s iouc s dccrcciclltcs de COI/JIlII/OS :




n r A II U Ill/ 1 -0 rnA III urn l3 II I .
17 = 1 II'" j 11 ~ I
( 21
Demostracion. Se tiene evidentemente que




A C n [A 11 U H 11 1
11 n=l
n fJ " n r 1\ U 1:3 rt I .
17 = 1 1/ n = I II
Va mas a demostrar la inclusion en el sentido contrcrio . Sea
00
x ~ n r An U J-3 II
1/=1
entonces xc;.A UBn II para todo II. Evidenternente uno rJ los si-
guientes dos conjuntos es infinito :
I n x ~ A
11
I II x::', Ii
II
suporiqcmos que el primero es infinito. Sea
I '1 I x'; A 17 I = I 5 (k) I k '= IN I 5(1)· 5(2) s(i)·, ....
Dado n ~ IN existe s(k) tal que s(k)', 1/ luego
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x",.. As (k) C A /I
esto es :
De 10 misma forma, si el segundo conjunto en (4) es infinito se tieneque
Por 10 tanto, en cualquier coso obtenemos que
00




n [An U H n 1 C [n An 1 U [n Bn 1 '.I/=-/ 11=1 17"'1
(5)
De(3) y (5) se tiene 10 igualdad (2) •
Nota: Las condiciones en (1) son indispensables para obtener 10 igualdad
(2)" Por ej emplo, si
A
11





n [A U B 1 = n (0. 1 1
11=1 17 17 n=I
(0, 1 I ,
00 00 00
n An = 1>, n Bn = 11 I , r n An 1 U t n BI1 1 = 11 I IJ
11= 1 11= 1 11 = 1 II = 1
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Lema 2. Sea B WI rOlljlll'/to del1so e'1 r (I.b I
te de tennil10s po s itiuos . entonccs existen
\' -, ,






U Nh ,ltk) , fa. b I .
k,'" I • k
00
Demostracion. Como :L C{,k c- I 00 existe i\l tal que
k=l
M
2 ,Y k ::.: b - a .
k",j




( k I , 2 ... , . ,\1 - I) .
011 cA2-r~: 1 !a - x
o
Fig. 1
EI intervo!o (xk_)' xk) contiene par 10 menos un punto de n : digamos






) U r x • .\k I = [a, h I
k= l " k- 1 •
Lema 3. Sean ! )'nl W1a suce s ion eonvergente y l anl --+ o. Entollees los
sig'~ientes eonjuntos son de medida nula :
(6)
CXJ
(ii) lim U N (Yk ,-1.. Cik) = n Ik,'=J1 N(Yk, ' .1 (1k)j .• CXJ k=l J J=l !
(7)
Demostracion. Supongamos que lynl--+)'o" dado E> 0 existe K tal que
para todo k > K . (8)
(i) Teriernos :
oo
1l~1 lk~n N(Yk' lJ.k) I Ck~n N(Yk' (1k) (para todo 11) (9)
Y+~a 2) _.f!-a 2
f/4 I 0/1-
~ - - - - - '>!04!: - - - ~
I










Sl II > K , (10)
De (9) y (10) se tiene que:
III [n 1 U N (v k' 'k) I J <, "
11= 1 k=1I
(I J)
Como E es cualquiera, se tiene que el conjunto (6) es de medida cero.
(ii) De (10) :
oc
k = ~-t 1 N (Y k '1- Cil;:) (12 )
puesto que ~ a k::; ai< para todo j : Si
J
.>







2< r.: ( C( I + , . , -1 a k ) < ~
J
(14 )
De (12) y (14) se tiene que:
+ E = 2 E (15 )
esto es, el conjunto (7) tiene Ie medida nulo . -




D = I ~'1I;' II ~ h'J! !m conj!lt1to contablc denso en r o. 11 . Cll10nces lu :'1-
g!.liente {Imcion de la varlahle real I,
00
j( t) = III [I U N (xk,' ok I ) I n [u, I 11k= J
(16)
es creciente v contirnwo
Demostracion. (i) Si t') I entonces
N (xk ' rl.k I') J N (X k' rj'k I) para todo k=J.2,3, ", ,
lueqo :
k~J N(xk·(Y,kl') J k~l N(xk,(J..k')
y por 10 tanto:
f(I')= III r I U N(xk' (J..k,t')! n [0,111 )m[ U N(xk' ('(kt)! n [0,111 =f(l)
k=J - k=l .
(17 )
(i i) Si / «<. / ent once s tenemos :
00 co oc
IU N(xk,iJ.'kl')-U N(Xk,O:')!CU,IN(Xk,(J..k")-N(Xk,(J..ki)I . (18)
k= J 'k= J 'k k= J '
T enemas tcrnbien
por 10 tanto se tiene que :
0Sf(I')-f(t)=II1[lU N(xk,(J..kt')-U N(xk,(J..kt)ln[O,lll
k= 1 ' , k= J
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k





L CXk. < ~k==[ se tiene que:
lim /(/') /(1),r : /
a sea que / es continua en cualquier punto. •
Corolario. Dado W1 l1umero real «(0 < c 0 [,J existe un conjwlto abierto y
denso en [o,n cl1ya medida es ig'wl a c [41.
Demostracion. Sea L cxk una serie convergente de tE~rminos positivos yk= 1
sea
Entonces sobernos que
In (A) o '
yo que
00
meA) < m[k~1 N(xk, Cikl) 15: 21k;1 Cik -. 0 (I + 0).
POl' 10 continuidod de 10 medido se tiene que





m [I u 1\' (x
k




. ( 1! -I = 1
(Y. 1
(21)
De (20) y (21) / dado , 10,,-,":: I) existe I u ta I que
(T eorema del valor intermedio) / (22)
o sea que
III [ U N (xk, (Xk t )]k= 1 a
, . •
§ 3. Ordenaciones especiales del conjunto D.
Lema 4, Searl I y.k.l 'Ina sl-lCesion de terminos positivos tal que
ilk ~ 0 Ik ... 00 ) (I)
y I (3 j I 'Ina suce s ion de tenninos positilJos, Dado ILrI conjunto f) conta-
ble y det/so ell r rI,f; I existe W1 ordenamieJ1to de los punto s de f) f) c;
1 'k ' k,~ ll\' I. fal q'le
(2 )
Demostracion. Sea I "5 Ik)1 uno subsuce sion de I ryk I tal que
"k= I (J.5(k) < ~ 00 (3)
entonces IN -I s t k} k ., IN I es contablemente infinito. Sea
IN - lsi k) : k f:. TN I ~ I t (k) k E b\J I .
ns
entonces, por (1), se debe tener que:
00
k ~ I a I( k) ~ I 00 • (4 )




sea denso en [a,b], Escogemos
to les que
Pj
U {'Ii (X , f5 (( (k)) ) [a, bl
k= ] k 1 I '
Como ~ (3. C'it(k) = + CXJ , podemos escoger
k,=PI+] 2
(por el Lema 2) " (5)
'Vi
X P + ] , xp +2 '
I I
(Lema 2) (6)




J [ 11, b 1 (7)
\
0- I -:x:~ IkE IN I es contablemente infinito ya que
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I
D - I ?~IkE IN I ) V
.I
Sea ,,-,I
D -I xk IkE IN I= I ~k IkE IN I .
Vamos 0 demostrar que el siguiente ordenamiento de los puntos de D sa-
tisface 10 relaci6n (2) :
con (8)




U N(xk,(3,\Lk) ) U N(;'k' (3, ex (k» ) [a,bl Ik=.l J' k,= 1 J t
(para todo j). (10)
Por 10 tanto se obtiene 10 relaci6n (2)" •
Corolario 1. Sea ! ak I una suce s idn de termitlos positives tal que
L ak = + 00k=.l '
-+ 0 (k-+<Xl).
Dado lin conjunto o contable y denso en [a,b 1, existe 1m ordetlamiettto
de'D,v=lxklkt'lNl, tal que
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A fen I U N (x . .J.- Ct
k
) I
i~J koo f k J r a. hi. ( I I)







N(xk . l: aL)C N(x ,1 (j ) '-j f(' k J n





U N (xk' L ak)koo I . J C (a-J::- J b , J::- ,y )J U
y nsi
oc oo 00
AI" n 1 U N(Xk"'-J1 ak) 1 c n (a-~ ao' b +-l.a) [a,bl. (13)[> 1 k = 1 i- 1 J J 0
De (12) y (13) se deduce 10 iguoldad (11). •
Coro/ario 2. Baja la misma hipotesis del Cora/aria 1, existe un ordena -
miento de 0 0 == I x k IkE IN tal que
A2 ='n~11 U N(x ,a) 1= [a,blk==n k. k
(14)
Demostracion. En el lema 4, tomamos {:3,
J
1 PUIO todo j . Dado 11 cuol-
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,r1k) ) U N(;k' a )) [a,blk = 11 k t( k),= P ·+1
J
(15 )
donde la primera inclusion se cumple para o l qun P. suficientemente gran-
J
de. De (15), tomando la inter se ccion para todo n=1,2,3, ... , .obtenernos :
oo
A 2 = n I U N (x , ak) I ) [a, b 1 •n=1 k=n k
(16)
(k->",,), dado E>O existe n tal que
para todo k > n .
Luego :
N (x k' ak) C (a - E, b + E) para to do k > n .
Por 10 tonto obtenemos la siguiente inclusion, para E cualquiera :
A? C n N (xk' ak) C (a - Eo, b + E ) .- k~n (1n
De (16) y (17) se tiene la igualdad (14) 0 a
Lema 5. Sea I 'X
k
I una suce sion de termitlos positivos tal que
L ak = + ook=1
Sean 0 y H conjuntos contables dens os en [a. b 1 con D n B '" eP
(i) Fxiste un ordenamiento de los puntos de D, D = I xk IkE N I, tal
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[a, b 1 - A I ) 13 , (\) bIII '/ =' - a (/8 )
donde
A j =, n I U IV ( xk' -.l (J.,k) I .J=' I k=' / . J
(ii) Fxiste 'm ordenamiento de los puntas de f), f) I xk IkE IN Ita/que
[a,b!-A2)B, m(A2) b-a, (19 )
donde
00
n I U IV (xk' (J.,k ) I .1/= 1 k= n





Demostracic5n . Daremos solamente una dernostrucion de (ii) ; se puede de-
mostrar (i) en forma pructicomente iden ti co ,
Sean B =' I 1\ IkE IN I y f) =' I Y k IkE IN I y sea dk =' 10 distancia







puesto que B es denso en [a, b] •
Como (J.,k ... 0 (k --> (0) ,existe P
j
E IN tal que
t d
1
para todo k > p .
1
(2 I)
Sean I xl' x
2
' ... , X
Pj
I , PI puntos cuule squi ero del conjunto f) " EI
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I, .I
a d2r ~--~7-------l\....·~---).....·2--------4l~'-2 - ·-t
~ ig. '3
conjunto [a,hl-N(A/.j dj) es 10 union de des intervalos cerrados de lon-
gitud mayor que J d (vel' Fig, 3 , k ~ 1), luego es posible cubrirlo con
.f I
un nurnero finito de vecindades de puntos de /J con radio (Xk (k. II )I
as! po dernos escoger (vel' Fig. 4, k' I) :












(22)VI E I .v I' "2 ' .... '\p j Xp
2
pam todo ll






""'" .,"" .. " ",I"". < ({"<tr-w ~'»' i"; • , I
\
2 . 2 . J













B U N (x" (Y , ) ) r 0, b 1 u N(;\ , J..d2 j = /J ,I J J i: I I 8 22
(23 )
k < 1 d, 3 para todo k ., If3
Ya.SI sucesi vornente. En genera I, escogemos :





B" = U N(x .. «.» J [a.bl - U N(lI .. _1_ d )
i- n;»! 1 1 £=1 t 4n n
( II) YnE!x1,x2,···,xp . n + 1
(24)
(IV) para todo k> P11+1
Poria condicion (Il) se tiene que:
f) r-, ! x k I k' '= IN I . (25 )
Tenemas tcmbi en que:
A, n U ;\' (x I . (~k) I
n : f k= II /(
00
n ! U N (xk . it ) I,~ n 1 U B k I . (26)II =- l k cc P II; f 'k 11 = 1 k = II




POl' (I) tenemos :




b - a (pora todo 11).
y aSI ,
<XC
111 (112) 111 r n I U B k
11 = / k= 11 b-a (28)
puesto que /\2 ( [a,b] • III
Teorema 2. Sea I (("I W1l1 s!'/cesi ..ol'l de femli,lOs posiliuos /(11 q~le
Ci k o (k • oc ) •
['ado W1 cOtlj'wto D denso y cOf1table el1 r o. / 1, y (Illio 'In mlll/erO c
(0 :::: c S / ) .
[I I existe 'HI ordenamiento de D . /) '1/ 11\0:: /N I. tal qllc
(i) donde
o-s
A = n 1 U N (xk. JA L )J i: I k z: / J F<
(ii) [0./1 .. /,/ v Al son dens os cn lO./!
[III Fxiste urI orderwrniento de f), f) = 1.\ ' 1/":' /N ,fal q':e
II
(i) donde A 2 = n ) U N (, .t k.) I.
17=1 k.=11 k
(ii) [0,11 - A2 Y A2 SOtl densos ert [0. / 1 •
Demostracicn. Vamos a dar 10 dernos tr cc ion de r I I y dejoremos III! 0 los
lectores yo que su dernostrcc ion es prccti ccrnente i denti co 0 10 de r I! .
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Supongomos que (i 1 yo que.cuondo r: - 1 el teorerno es un coso porti-
cular del Lemo 5.
Como ('". 0 (II -, ex,). existe uno subsuce s ion de I l( I.
II . digamos
I (J.s(k) I, tol que
k~1 f'i.s(k) < + 00 • (29 )
Sea
! f (k) I k;; IN I IN - I s (k) ikE L"J
Entonces se tiene que
I 00 .• (30)
Primer caso: c f 0
Seon f) (J - I .v '- f) : 0 :.. .\":: c y v .- [)- nI o .
Entonces f) I es un conjunto contoblemente infinito, digomos
f) I
Por el Lema 5, existe un ordenamiento de los puntas del conjunt o Do'
( i) ,4"'= n I U N(';;'k' '_J1 llf(k'))
i- I k" J
es un canjunto de medido •.
(ii) Aero .• 1
(iii) [O,c I ., i\ es denso en 10 .• I.
Por otro parte, si
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oo
II n 1 U N (, k I v )!
j r ! /c·1 j si l«)
entonces :
( i) 111 (II ) = 0
(ii)
-~
II C [c, 11
(i i i) [ c , J 1 - II
( por (29) )"
es denso en [(, J 1 puesto que III ( II) 0"
Sea I xk I kE IN I el ordenamiento del conjunto D definido por :
'"
xI(k) = xk "s (k) (3 J)
entonces tenemos (Lema 1) :
II J
00C
n J I U N ('k '-J1 "».' I
J'" k'~ J
Nn [I U ~,' , 1 'Y ) I U I U '1 ( "" J 0 ) I I
j= 1 k-c 1"( "k "T "I(k) I Ik= J "'Ii' T 's(k)
00
00
=[ n I U N(~'k ,-1 o"I(k»IIU[,n !I) N(~k' J tts(k» t 1
j=1k=1 J' J=Jk::1 J
'"
iI U II (32)
Por 10 tanto, II 1 sotisface todas las condiciones exigidas.
Segundo coso: c = 0 .
Sea
,... }
l x k I una suce sion convergente de puntos de f) .' entonces
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D -- 1\ 'I k G: 1:\' I es contablemente infinite. Sea
k
f) - I :~k I k ": IN I 'Y:k Ike IN I .
Entonces el ordenamiento definido por (31) cumple la condic ion del teore -
ma puesto que
m (A) = 0 ( por e I Lema 3 )
1//( A) '" 0 ( por (29) ), y
11/ ( A ,) <: 1// ( A ) + Iii ( A ) o ( por (32) ) , •




una serie conl!ergcnle de tE~rminos po si ti vo s. Dado un conjunto f) o=hJI'J(:INI,
contable y denso en [0,] I . vamos a estudiar para que valores de x;:: II?






.Y .- Xu I
( i ) Six.f:. I o, 1 I I(I S r rie (2) .c 0 rw e rf! e
En rea Ii dad, si
r =- III 11/1111 0 I I x - 0 I . I x - I I I
,X)
(J) Si Ja s er ie 2: C di v c rg e , ('n[<JllCCS l a s e r i e (2) .l i v cr g c para (0<10 x real.
n r- I II
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entonces I\'-- "» t . r para todo II puesto que\'l ': I n. 1 I para
todo " y poria tanto se tiene que
en c .. 1 00~ < v " " (----- ,,71 <, ~11=1 I x-x111 r ,,-; 1 "
(i i ) Sea
co C
B 12: /1 Ix 11 = 1 -. -I 00X - x,,1
en/onees H es 110 cOlllable y medible -Le be sgue
k C
Dernostracion 5ean B h . = I xl ~ n > .i"! 11=1 x -- x"I
(3)
(4)
en tonce s 13 i . es abierto para todo j y para todo k. T en ernos :c,!
I) IJ . = I .v '>'






B n I U 13k,!,j=1 k=1 .!
Como H es inte rseccion contable de conjuntos abiertos, enlonces se tie-
ne que !J es no-contable y medible-Lebesgue. II




Dernostracion. Sea x E B 0' entonces
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.\ "" U. N (.\k· <. k )
k=17
para todo 1/
esto es, existe un conjunto infinito I k (j) I Joe IN I tal que




(para todo j ) (8)
luego : 00 <. >00~
1'1= J 1 x -- xI/I
aSI que 10 serie (2) diverge.
(i v) Si -,:
11 r-; 1
I o; (lJ)
entoncc s H es de medida nula, 0 sea que la serie (2) conver~e en casi to-
do x real.
Demastracion Sea
A ~ n ! U N(x
k
. I7'k) I U /J
II c I k= 1/
(10)
entonce s A es de medida nula (por (9) ). Si 'f A. entonces
''1: U N(.\k./T~).
k - 1/
po ra aIgun II.
esto es f
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xiN('k' \ Ck) para tad a I; , /I
luego:
I x - '\k I .:\/Ck po ra tad a k;: /I . (11 )
Tenemas entonces que:




Ck (Xl.---'- L -------.I x -xkl-- k=n
N
<, k~" vS < 4· (X) ,
o sea que 10 serie (2) converge para todo x i A. •
(v) Si L
II = 1
, N ( 12)
entonces existe una reordcnacio/1 dt IN
g IN,- IN
ts es UI10 a 110 y sabre)
11 - f?,(1I)




11 ( 1 3 )
converge para casi todo x real, (I) .
(I) En l u gar de L1 s er i e (13) s e p u e de ur i l i z ar l a serie
00 c
2: -~~~
n = 1 I x - x 11\
(13' )
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Demostracion. Como 10 serie (1) converge, existe uno suce sion de terrnirio s
positivos I ~1n I tal que(21:
,X>
I ,Bn I --I 0 (II -4 00 ) (14 )
Por el T eo rernn 2, existe un ordenamiento del conjunto J). di gamos
.
J) x I n E IN I tal que el conjunto
7J
A (J ';)
tiene la medida cero





R para o lqun II •
esto es :
para todo k > 11,
luego :
I .\ - 'k I '> (3 k para todo k > n . (16)
T eriernos entonces que :
para todo k> 11 •
luego
(2) Hasta t o m ar : ioo-'-
f3n 0 J"i Ck
k=n










<, + 00 ,




17 12 E IN ..
00
(vi) Si L VC;l + oo e'1tonces B (el dominio de. divergencia de la
n> I










En genera I, si
17 -1 11





22 2(J,/ 2/ I a 2





/ 12 Cl2 11
Sl
n-1 1/
2 < j <.. 2











puesto que a', 1 .
Sea x < Supongamos que
x·<x<x
J - i .
Entonces se tiene :
con
I x - x. ·1 <J + t i • 1-n::T
2
para todo i = 1, 2, .... (211 - 1 - i ) .
luego





para todo 1.2 ....• (2/1-1 -j).













-~ 2 711-[ I (7"-2) -: 2/1- 1L ---- > _ • ug _
i~-1 i
11-1
2 ( /I -2) (lug 2)
yo que
11-- 1 2/1" 12 , /1·1 /I ··22 2
2
/I
2 - 1 - J
/I --7
2 - - 1












a < 2 .
De !a misma forma se puede demostrar que
para todo x> t
00 Ck----
I x - xkl
= -t- 00
As1, para todo x E [0, 11 10 ser ie (19) diverge, 0 sea que




_.-.-.::k:-- C~ ~ oc I = [ 0, 1 ] .
.v - x kl




uno serie de terrninos positivos tol que
= p < 1 .
Jl-.,oo
Cbdo un natural cuo!quiera l tenemos
aSI que la ser re
1/[




















111 (A ) =. 0 para todo I =. I, 2. 3 .... (6)
Par un metodo similar 01 utilizado en § 4, (iv), podemos demostrar que 10
serie
00 Ck







entonces se tiene que 111 (il) c' 0 y que 10 serie (7) converge para todo






(11 1, 2, ... )
(i) I y I 110 s cn acotadas en ningul1 iJ1terl'alo.. n
Demostracion. Supongamos que I sea acotada en un intervalo (a,b) y sea
M una cota de f en (a.b t - A
C k Sill para todo xE(a,h)-A. (l 0)
158






converge lmifotmemetlte en (a, h) -- II , 0 sea que dodo c', 0 existe N o
to I que
00 J Ckk ------- I < F:
\' - x k
para to do II' No y para todo ,\ -:= t ai b) -A ! (12)IL
ko-II
C J Ckomo - --- es continua en (a, h) - A (para todo k.) entonces 10
k x -- xk
funcion h definida por 10 serie (11) es COtititll~a en ((1,/;) - A , Sea
X f='.
U - (a,b) - A. ,. existe uno suces ion de puntos de J), I x" (j)!' que tien-












donde II es un nurnero natural fijo mayor que No' La tercera sumo en
(14)esmenorque cparatodo xE(a,b)-A. ylasegundasumaesaco-
tada cuando xse acerca a xl/(j) , ASI :
h (x) > ± 00 cuando x • "l/ (j) x",(a,h)-il, (15)
Como m(A)"', () se tiene que t aib ) - A es denso en (rr.b ), luego existen
puntos de (a,h) - A en cuo lquier vecindad de ·'II(j) , Por (13) y (15) se
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tiene que h no es acotada en ninguna vecindad de Xo E (a,b) - II yes-
to es imposible puesto que h es continua en Xo E (a,b) - A
En 10 misma forma, In no es acotada en nin qun in tervo lo, l!I
(i i) I y In son discontinuas en cualquier punt.o de [0, J -I - A
Demostracion. Si I fuera continua en o lqun punto x E [0,11 - A . enton-
ces I ser io acotada en alguna vecindad de x (absurdo por (i) )"
(i i i) Se neue que
sin emhargo, I) no es la derivada de I ya qlU I '10 es derivable en
ningun punto. Ca funcion I no es la int.egral de II ya que II no es in-
tegrable en ningu'1 intervalo_ I'll





ent once s I y 1
11
son anallUcas en el compJemel1to del intervalo real
[0,11 (verFig"6) "
Demostracion. Sea zoot lo,11 y sea 0 la distancia del punto Zo 01 in-
tervalo rea I [0,1! (ver Fig" 6) ,entonces 0> o. Consideremos la vecin-
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o
dad N(zu' to),. entances se tiene que
para todo z E N(zo ' ; (; ) .
Luega :
2 ~ C <lo - 0 k== 1 k -l 00
C k 2 n+l°O(-) 'L <»s k= 1 < -l 00 •
Par el criterio M de Weierstrass, las series en (16) canvergen uniformenen-
te en N(zo' 4 s v. luego I y In son oncli ticcs en "o :
(v) I y In son anallticas en 00. Mas precisamente, 00 es W1 cero de
grado de la funcion I. un (era de grada 11+ ] de la j"H1ciol'l /'1 res-
pectivamente.
DemostraciOn. T enemas que
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La serie en (17) converge un iforrnernen te en i z i .::: R. para R (si-
mi~ar a la demostraci6n de (iv) ). Par /0 tanto se tiene que:
lim z J..{ z ) = 2 lim
z ... co k -= I z-><Xl
z c = 2 ck k= 1 . k ' (J B)
esto es: oo es un cera ::!e grado I de 10 Iunc ion I.
De 10 misma forma S8 muestra que es un cera de grado II I I de 10
Iuncion In'
(vi) En el camplementa del intervala real [0,/] se tiene
1/7:) I'{z) =~. In)I,! (z) II /(Z) ~ J (z).
dz
(l 'J)
Demostracion. Utilizando un metoda similar 01 usado en (i v] se puede de-
mostror que las series en (16) convergen uniformemente en cualquier con-
junto compacta contenido en el complemento del intervalo real [O.I] .. par
10 tanto se puede der ivor terrnino G terrnino las series en (16), 0 sea que
se tienen las igualrlades (19) Ii'
(20 )
Hill
(Ii)f (\ifF) I· ()1'i 11! ')II (x) - t :" 1 _
k=1
(21)
t: ) () I
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Demostrac;on, T enemos que
(X-Xk)--ic
(x I i 2) - v k
Si x:i. A entonces :
~ I - i E Ck
k= J (x -x
k
)2+ E2









(13 )) ""~ 2:







De (22) y (23) se obtiene :
00





(C ~ o ) k= I
Sl x rl A.
Dejomos 01 lector 10 dern os tro ci on de (21) " •
;.




; r / Ix i '"') 1 !(X - i > ) I ~c j(.\) . (1.i-)
lim -21.10: [!(x~ iE)-llx-if)1 =I/(x).
>'" ~ 0 t Co
(25)
Demostracion. De (23) se obtiene inmediatamente (24)
Tenemos que :
00 C
_1_ [ I (x + i c } - [ix - i E) I = _ '> . k





I. .)} \ ?? ('.\ - ,\ /:, - ( (.\ - .x k)- t c - \
< :.2 2
k - /
Ck 2c 1/') -~ 0 (~ • 0 ) .
y por 10 tonto se tiene (25) .•
§ 6. Una [u n c ion del;voble en cas; toda parte con der;vada no integrable.
Sea I C
1/
una sucesion de te rrnino s positivos tal que
2- v C/:,.k~ / I '" •
( I)
Dado un conjunto I J) Xk I k": IN I contable y denso ell [(),.l!, sea.
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l!.k(·\) (x - x ) S('II Sl \. I .\ (i( _. t . 2" 1. . .. ) (2)k x - xk Ie:,
entonces gk es continua para todo .\ if: D. Definomos uno iunc ion / par:
lex) L Ck s k (x)k=1
L C k (x - x k) S e n
k=1 x - x k
T enemos que
00 cc 00
L I C k g (x) I = L C k I s k(x) I .::; L ck < -I oc ,k=1 k k.= 1 k= 1
(3)
(4 )
y por el cr i ter io AI de Weierstrass se tiene que 10 serie (3) converge uni-




111 (A) o DCA .
y 10 serie
00 Ck---
I x - xkl
2:
k'" 1
converge en [0. n - A. Para .x. a .j ;\. .v / a : tenemos:
x-a
_._'- I (x -- \ ) SI'/1
x-a . k





- (x - XI) s en -- I (x - xk) se/l--.-.
x - x k a - x k a -\ k
. J I- (a-'\k) SI'/I--
- . a -'\k
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x -xk--=- r Sell _I__
X -xk
- sert t- sen
x - (/ (/ -\ k
x -- xk---.2. 5('1/
X -a
x -x k
=- 2 --- sell
x-a
x - a .cos













!=ntonces b k es continua pJ ra todo .v -f A. De (7) y (8)
r b Ie (x) l. 2 l~__~:\I.~!__E.':_ ~L _
I X - a I 2 I X -\ I< I I /1 -- x I< I
I .
sell ---- - I
II -Xk
Como (/7: It. 10 serie
1






converge y par el criteria M de Weierstrass se ve que 10 serie
,( I (x ) (9)k~1 'k')k'\
converge un i formemenle en l O. j ! - A. Par 10 tonto se tiene que
00
/11/7 2:
X , (/ k c
x<t- A
00




kx -, a k~ 1 x - (/
Esto es, la funcion I es derivable en I 0,11 - II y, para \ '-: 10. I I - ,I
se obtiene :
i' (x) ')' Ck sell __ 1_ v
C 1< I ( 10)
k';}
• cos
x -Xk k= I x -Xk .v - Xk
La primera sumo en (10) representa uno funcion continuo en 10,1 I -II nu eri-
tros que 10 segunda suma es discontinua para cuolquier\.- l0, II - A (por
dernos tr o cion similar a 10 de (i) y (ii) del § 5), por 10 tonto f' es disconti-
nua para tad a xc [n, II - A. ASI que 10 Iuricion I dej in ido par (4) es
deril)a~le en cosi todo pa rte , y /. JlO e s i,1tc~l'(Jble-nielilUllt1 en run qun
intervalo.
Apertdi c e
Se uene la si~'liel1te relacio'" entre los dos C0l1jll11tos ;\ I Y 1\2 ((2) y
(3) del § 1) :
( I)
Demostraeion Sea x:j A 2 U f) entonces existe 1/ tal que
X -f-' U "( n')" xk' "I,. •k. r. II '
o sea
\ ). - .v I -'> rJk k para todo lz '> 11 •
(2)
~ea j ~ IN ta I que
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I \' 'I' (Xk, - '\k :::. '-j- poro k 1, 2. 3, , .. r 11 - 1 , (3 )
De (2) y (1) tenemos que:
\\-Xk I ? para todo k ~ l"J ,
esto es :
00
.v r::j U N(x I Cik),k=-I k'T
Luego :
Par 10 tonto se tiene 10 inclusion (1) .•
Nota i . No Sicltlpre sc cumplc la rclacioll: Al C A2,
En [21 se do un ejemplo (Ejemplo 16) en el cual
Como f) CAl se tiene, para este ej emplo, que Al (j A 2 .
Nota 2: Hay casas cn 105 cualcs A 1 =. 1\2 U D
Para el coso del Corolari 0 1, Lema 4 del § 3 se tiene que AI=- [0,1 1
(tornondo (/ =0 . b = 1), luego:
AI=' A 2 U J) 00 I 0, 1 !
Nota 3: Hay casas en los cllales Ali A 2 U LJ ,
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Ejemplo; Sea IJ = 1\1/ 1/ C C\: un ordenomiento del eonjunto f) y .v
un punto de r 0./1, xi J). Como f) es denso en I (J.tl existeuna su-
ce sion de puntos de /) que tiende a .v. digamos :
x x,, (j)
Sea ! s (j) I j >: IN I = IN - I '(j) t j E IN I determinamos 10 suce s ion
l('(,,! como sigue :
~ ''I., (j) ~ ;\'(j) - X '(\(j) < x s(j) - x
Como xE N('\t(j)' a'(j)) j=1,2,3 ....
entonees
xE A 2 nn= 1 I Uk' 1/ N (x . ex ) I .k k








n I U N (x ~ ex ) i .
jool k=l i ' j k
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